Diskreta markovmodeller

Harald Nautsch

Markovkallor

Antag att vi har en kélla som ger ifran sig en sekvens {z,,} som utdata. Om
de betingade sannolikheterna for utfallet z,, i tidpunkten n bara beror av de k
foregaende utfallen, dvs

p(xn|xn711'n72xn73 .- ) = p(l‘n|xn71 cee LL"rsz)

sigs kallan vara en markovkdlla av ordning k. En markovkélla har alltsa ett
begransat minne £ steg tillbaka.

Om alfabetet har storleken N kan markovkéllan beskrivas som en tillstands-
modell, dir vi har N* stycken tillstand (2,1 ...2,_%) och dir vi gar fran
tillstand (251 ... 2p—k) till tillstand (2, ... 2p—k+1) med sannolikheten
P(Tn|Tn-1...2n—k). Dessa sannolikheter brukar kallas dvergangssannolikheter.
Vi kan benémna tillstdnden med s; dir s =1... N*.

Exempel

Antag att vi har en markovkilla av ordning 2 med alfabet A = {a,b} och
overgangssannolikheterna

p(ajaa) = 0.9 ; p(blaa) = 0.1 ; p(alab) = 0.7 ; p(blab) = 0.3
p(alba) = 0.2 ; p(blba) = 0.8 ; p(albb) = 0.05 ; p(b|bb) = 0.95

Notera att overgangssannolikheterna for varje tillstand maste summera till 1.
Vi kan rita markovkéllan som nedanstaende tillstandsgraf:



Stationar fordelning

Vi vill kunna rikna ut sannolikheten att vi vid en godtycklig tidpunkt star i ett
givet tillstand, den s.k. stationdra fordelningen. Markovkéllan kan beskrivas
med hjélp av sin dvergangsmatris P. Denna matris har pa rad ¢ och kolumn j
sannolikheten att vi gar fran tillstand s; till tillstand s;.

Exempel, forts.

For var exempelkélla har vi, om vi sitter s; = aa, s = ab, s3 = ba och s4 = bb:

09 0 01 0
0.7 0 0.3 0

0 02 0 0.8
0 0.056 0 0.95

P-

O
Antag att vi i tidpunkten n star i tillstand s; med sannolikheten p*. Fordel-
ningen for tidpunkten n + 1 kan da réknas ut som

[yt pstt i = e Py .. P P

Later vi nu n ga mot oandligheten, far vi den stationéra férdelningen. Vi
betecknar den stationdra sannolikheten att vi star i tillstand s; med w; och den

stationdra fordelningen med @ = [wy wy ... wyx]. Vi kan da fa den stationéra
foérdelningen genom att 16sa ekvationssystemet
w=w-P
eller
w-(P-1)=0
Detta ekvationssystem ar underbestamt. For att kunna l6sa det maste vi stryka

k
en ekvation och ersiatta den med vazl w; = 1 (w; &r ju sannolikheter och maste

darfor summera till 1).

Exempel, forts.

Los
—-0.1 0 0.1 0
0.7 -1 03 0

0 02 -1 08
0 0.05 0 —0.05

w-(P-I)=w- =(0 00 0)

k
Ersitt den tredje ekvationen med Zf\;l w; = 1 istéllet (det spelar ingen roll
vilken ekvation vi véljer). Los alltsa ekvationssystemet

—-0.1 0 10

0.7 -1 1 0
0 02 1 08 7(0 01 O)
0 0.05 1 —-0.05

— w=(028 004 004 0.64)

D.v.s. vi star alltsa i tillstand aa med sannolikheten 0.28, i tillstand ab eller ba
med sannolikheten 0.04 vardera och i tillstand bb med sannolikheten 0.64. O



Sannolikheter for symbolsekvenser

Genom att berdkna sannolikheterna for de olika tillstanden har vi ocksa berdknat
sannolikheterna for k-tupler av kéllsymboler. Vi kan ur denna férdelning forstas
ocksa beriikna sannolikheterna for kortare sekvenser genom att helt enkelt riakna
ut marginalférdelningar, dvs om vi vill veta sannolikheterna for n-tupler, n < k
summerar vi bara ihop de sannolikheter dar de n forsta symbolerna ar lika.

Exempel, forts.

p(a) = p(aa) + p(ab) = 0.28 4+-0.04 = 0.32

p(b) = p(ba) + p(bb) = 0.04 + 0.64 = 0.68

O
Vi kan ocksa berdkna sannolikheterna for ldngre symbolsekvenser genom att
anvanda Overgangssannolikheterna. Till exempel har vi for tripplar

P(Tiv2mit1m;) = p(Tig17:) - P(Tipa|Ti1m;).

Exempel, forts.

plaaa) = p(aa)-p(alaa) =0.28-0.9 = 0.252
p(aab) = p(ab) - p(alab) =0.04-0.7 = 0.028
p(aba) = p(ba)- p(alba) =0.04-0.2 = 0.008
plabb) = p(bb) - plalbb) = 0.64 - 0.05 = 0.032
p(baa) = p(aa)- p(blaa) =0.28-0.1 =0.028
p(bab) = p(ab) - p(blab) =0.04-0.3 = 0.012
p(bba) = p(ba) - p(blba) = 0.04-0.8 = 0.032
p(bbb) = p(bb) - p(b|bb) = 0.64 - 0.95 = 0.608

Entropitakt for markovkallor
Entropitakten for en markovkélla ges av

lim H(Xn|X1X2 .. 'anl) = H(Xn|Xn,1 .. .Xn,k)

n—oo

p-g.a. det begransade minnet. Entropitakten kan aven raknas ut som medelvardet
for entropin i de olika tillstanden:

Nk
ij . H(SZ+1|SZ = S]')
j=1

S; ar en stokastisk process som beskriver sekvensen av tillstand. H(S;11|S; =
sj) &r entropin for de utgaende sannolikheterna i tillstand s;.



Exempel, forts.

H(Xp|Xn-1...Xn_r) = —0.252-10g0.9—0.028-log0.7
—0.008 - 1og 0.2 — 0.032 - log 0.05
—0.028 - log 0.1 — 0.012 - log 0.3
—0.032 - 1log 0.8 — 0.608 - log 0.95
~ 0.3787

Nk
> wj - H(Sipa]Si =s;) = 0.28-(—0.1-1og0.1 - 0.9-log0.9) +
j=1

0.04 - (—0.7 - log 0.7 — 0.3 - 10g 0.3) +

0.04-(—0.2-1log0.2 — 0.8 - 10g0.8) +

0.64 - (—0.05 -1og 0.05 — 0.95 - 1log 0.95) ~
~ 0.3787



